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Correction Interro n
o
3

Exercice 1 :

On trouve det(A) = 6 6= 0 donc A est inversible. On calcule son inverse avec la méthode du pivot de Gauss :

3 4 4
1 2 1
0 −2 4

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L1↔L2−−−−−→

1 2 1
3 4 4
0 −2 4

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 0 0
0 0 1

 L2←L2−3L1−−−−−−−−→

1 2 1
0 −2 1
0 −2 4

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 −3 0
0 0 1

 L2←L2
−2−−−−−→

1 2 1
0 1 −1

2
0 −2 4

∣∣∣∣∣∣
 0 1 0
−1
2

3
2 0

0 0 1

 L1←L1−2L2−−−−−−−−→
L3←L3+2L21 0 2

0 1 −1
2

0 0 3

∣∣∣∣∣∣
 1 −2 0
−1
2

3
2 0

−1 3 1

 L3←L3
3−−−−−→

1 0 2
0 1 −1

2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
 1 −2 0
−1
2

3
2 0

−1
3 1 1

3

 L1←L1−2L3−−−−−−−−−→
L2←L2+

1
2L31 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
 5

3 −4 −2
3−2

3 2 1
6−1

3 1 1
3



On véri�e bien que

 5
3 −4 −2

3−2
3 2 1

6−1
3 1 1

3

3 4 4
1 2 1
0 −2 4

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, donc A−1 =

 5
3 −4 −2

3−2
3 2 1

6−1
3 1 1

3

.

Exercice 2 :

On véri�e que les points ne sont pas alignés. (ABC) est donc le plan passant par A et dirigé par les vecteurs

libres
−−→
AB =

0
1
2

 et
−→
AC =

−10
1

.

Leur produit vectoriel est0
1
2

 ∧
−10

1

 =

 1
−2
1.

 qui est donc un vecteur normal à (ABC). Le plan a donc une équation de la forme

x− 2y + z = d . Pour trouver d on remplace cette équation avec les coordonnées de A :
1− 2 + 1 = d = 0
Donc x− 2y + z = 0 est une équation de (ABC).

Exercice 3 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 · · · · · · · · · · · · 0 b

0 a
. . . . .

.
b 0
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. . .

. . . 0 0 . .
.

. .
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... 0 a b 0
...

... 0 b a 0
...

... . .
.

. .
.

0 0
. . .

. . .
...

0 b . .
. . . . a 0

b 0 · · · · · · · · · · · · 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C1 ← C1 + C2n

C2 ← C2 + C2n−1
...

Cn ← Cn + Cn+1
−−−−−−−−−−−−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b 0 · · · · · · · · · · · · 0 b

0 a+ b
. . . . .

.
b 0

...
. . .

. . . 0 0 . .
.

. .
. ...

... 0 a+ b b 0
...

... 0 a+ b a 0
...

... . .
.

. .
.

0 0
. . .

. . .
...

0 a+ b . .
. . . . a 0

a+ b 0 · · · · · · · · · · · · 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



Ln+1 ← Ln+1 − Ln

Ln+2 ← Ln+2 − Ln−1
...

L2n ← L2n − L1
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b 0 · · · · · · · · · · · · 0 b

0 a+ b
. . . . .

.
b 0

...
. . .

. . . 0 0 . .
.

. .
. ...

... 0 a+ b b 0
...

... 0 a− b 0
...

... 0
. . .

. . .
...

0
. . . a− b 0

0 0 · · · · · · · · · · · · 0 a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a+ b)n(a− b)n

Exercice 4 :

1. P−1 =

(
0 1
1 −2

)
.

2. En faisant quelques essais, on a le sentiment que la formule doit être Tn =

(
2n n2n−1

0 2n

)
.

Montrons par récurrence que pour tout n ≥ 1, Tn =

(
2n n2n−1

0 2n

)
.

Pour n = 1 le résultat est vrai.

Soit n ∈ N∗, et supposons que Tn =

(
2n n2n−1

0 2n

)
. Alors Tn+1 = TnT =

(
2n n2n−1

0 2n

)(
2 1
0 2

)
=(

2 · 2n 2n + 2n2n−1

0 2 · 2n
)

=

(
2n+1 (n+ 1)2n

0 2n+1

)
, ce qui achève notre récurrence.

3. On montre par récurrence que pout tout n ∈ N∗, (P−1MP )n = P−1MnP .
Pour n = 1 c'est vrai.
Soit n ∈ N∗. Supposons que (P−1MP )n = P−1MnP . Alors (P−1MP )n+1 = (P−1MP )n(P−1MP ) =
P−1MnPP−1MP = P−1MnMP = P−1Mn+1P , ce qui achève notre récurrence.

De plus P−1MP =

(
0 1
1 −2

)(
4 −4
1 0

)(
2 1
1 0

)
=

(
1 0
2 −4

)(
2 1
1 0

)
=

(
2 1
0 2

)
= T .

Ainsi, P−1MnP = Tn. En multipliant à gauche par P et à droite par P−1, on en déduit que
Mn = PTnP−1.
En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit que

Mn =

(
2 1
1 0

)(
2n n2n−1

0 2n

)(
0 1
1 −2

)
=

(
2n+1 (n+ 1)2n

2n n2n−1

)(
0 1
1 −2

)
=

(
(n+ 1)2n −n2n+1

n2n−1 −(n− 1)2n

)
.

4. (a) On trouve

(
un+2

un+1

)
=

(
4un+1 − 4un

un+1

)
=

(
4 −4
1 0

)(
un+1

un

)
, donc A =

(
4 −4
1 0

)
= M marche

(et c'est en fait la seule matrice qui marche).

On montre par récurrence que pour tout n ∈ N,
(
un+1

un

)
= An

(
4
3

)
.

Pour n = 0, on a A0 = I2, et

(
u1

u0

)
=

(
4
3

)
= I2

(
4
3

)
= A0

(
4
3

)
.

Si le résultat est vrai pour n, d'après ce qu'on a montré au début de la question,

(
un+2

un+1

)
=

A

(
un+1

un

)
= A ·An

(
4
3

)
= An+1

(
4
3

)
ce qui achève notre récurrence.

(b) D'après la question précédente

(
un+1

un

)
= An

(
4
3

)
= Mn

(
4
3

)
. On utilise maintenant le ré-

sultat de la question (3) pour en déduire que

(
un+1

un

)
=

(
(n+ 1)2n −n2n+1

n2n−1 −(n− 1)2n

)(
4
3

)
=(

4(n+ 1)2n − 3n2n+1

4n2n−1 − 3(n− 1)2n

)
.

Ainsi, un = 4n2n−1− 3(n− 1)2n = 2n2n− 3n2n+3 · 2n = 2n(3−n). En particulier, un 6= 0 quand
n 6= 3, on en déduit que si n ≥ 4, un 6= 0. Donc pour n ∈ N, un+4 6= 0, et

un+5

un+4
=

2n+5(3− (n+ 5))

2n+4(3− (n+ 4))
=

2(−n− 2)

−n− 1
−−−−−→
n→+∞

2.


